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ABSTRACT. 

Over a number Held k, we construct realizations of Voevodsky motivic complexes, realizations as 
presented by Fontaine and Perrin-Riou [FPR94]. Our realization functors are defined from the category 
DM" (fc) constructed by Voevodsky and are obtained as cohomological functors which are, up to some 
limits, representable. The De Rham realization is represented by the De Rham motivic complex defined 
in [LW09]. We obtain integral Betti and l-adic realizations. Our realization functors are related by 
comparison arrows, which become isomorphisms when restricted to the category of geometrical motives. 
Furthermore, on geometrical motives, the realizations are endowed with Bondarko's weight filtration 
[Bo09], the Hodge realization is constructed and all these realizations coincide rationally with those 
defined by A. Huber [H00]. 

Introduction 

En introduisant la notion de motif dans les annees 60, Grothendieck a conjecture l'existence d'un objet 
qui ne serait visible qu'a travers ses realisations ([Ma68], p. 442). Les realisations du motif associe a un 
schema lisse sur un corps sont ses differentes cohomologies : cohomologie de De Rham, cohomologie 
Z-adique et, pour un sous-corps de C, cohomologie de Betti. Dans les annees 70, Deligne ([D70], [D71]) 
a introduit la categorie abelienne des structures de Hodge mixtes qui rassemble les realisations de de 
Rham, de Betti et leurs filtrations. Dans les annees 90, Voevodsky ([V-TCM]) a construit la categorie 
DM gm des motifs geometriques et Annette Huber a montre que, pour un sous-corps de C, les realisations 
des schemas lisses projcctifs s'etendent en un foncteur de DM gm q des motifs geometriques rationnels 
vers la categorie des realisations mixtes construites en [H95] . 

L'objet de cet article est de proposer des realisations sur la categorie plus grosse DM - (k) des complexes 
motiviques de Voedvodsky, realisations qui sont representables dans un sens que nous preciserons 
ulterieurement et qui sont a coefficients entiers dans les cas de Betti et Z-adique, a savoir 

i) la realisation de De Rham Hor{-t<1) vers la categorie des fc-espaces vectoricls filtres; 

ii) pour chaque place a : k °-s> C, la realisation de Betti a coefficients entiers H CT (.,Z(q)) vers la 
categorie des groupes abeliens; 

Hi) pour chaque premier I, la realisation l-adique H;(.,Z;(g)) vers la categorie des Z;[Gfc]-modules 
continus, 

et des classes de Chern de la cohomologie motivique vers les differentes realisations qui induisent des 
fleches de comparaison. 

Se restreindre aux motifs geometriques permet d'affiner les structures et d'y inclure les filtrations par 
le poids a la Bondarko ( [Bo09] , [Bo] ) . Ccs filtrations comme la filtration de Hodge sont representees par 
des foncteurs de troncature. Nous obtenons des structures de Hodge mixtes et prouvons 

Theoreme 0.1. 

A tout motif geometrique M et tout entier q > , on associe 

(i) un k-espace vectoriel de dimension hnie H^(M, q) — © p£ zH^ )/i (M,g), muni d'une filtration 
decroissante hnie F' par des sous-espaces vectoriels, appelee Eltration de Hodge; 

(ii) pour chaque place inhnie a : k ^ C, un Ti-module de type Rni 

H*(M,Z(g)) = peZ H£(M,Z(< ? )) 

muni d'une involution si la place est reelle; 
(Hi) pour chaque nombre premier I, un Zi-module de type Gni 

H?(M,Zi( 9 )) = © p6Z H p (M,Z,(g)) J 
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tel que 

Hr(M,g) = Q ; ®Hr(M,Z*(g)) 

soit une une representation l-adique pseudo-geometrique du groupe de Galois Gk = Gal(fc/fc); 
ct des isomorphismes de comparaison 

(P) pour chaque place inGnie a, chaque entier q > et chaque entier p, un isomorphisme de C-espaces 
vectoriels, compatible avec Faction de la conjugaison complexe si la place est reelle 

i a : C ® k W D R (M, q) ~ C ® z HP (M, Z(q)); 

(ii 7 ) pour chaque premier I, chaque entier q > 0, chaque place inGnie o et chaque entier p un isomorphisme 
de Qi-espaces vectoriels 

J; , (T :Hf(M,< Z )~Q i ® z H*(M,Z(g)). 

Les realisations sont toutes munies d'une Gltration croissante (W.), appelee Gltration par le poids; les 
isomorphismes de comparaison sont compatibles avec la Gltration. 

De plus, pour toute place inGnie a, l'objet 

(H5 (M, Z(q)),H p DR (M, q), C ® fe H* fl (M, q), W.,F\F') 
est une structure de Hodge mixte sur k. 

Parmi les definitions possibles de realisations [ J88] , [D89] , [H95] , [FPR94] nous avons choisi la formulation 
de Fontaine et Perrin-Riou, en y ajoutant la torsion de Tate et les caracteres de Chern. II nous manque 
cependant le theoreme de comparaison p-adique de Rham que nous esperons montrer, comme nous 
esperons obtenir une realisation cristalline. En construisant les foncteurs cohomologiqucs H^, Hg et 
H;, nous montrons comment ils se comportent par rapport au produit tensoriel defini par Voevodsky. 
II est facile d'en deduire les proprietes de type formules de Kunneth montrees en [H00] . 

Apres les travaux de Huber [H95] , [H00] , plusieurs auteurs ont independamment defini des foncteurs de 
realisation. Ivorra [107] a construit des realisations Z-adiques entieres a partir de la categorie des motifs 
geometriques. Cisinski et Deglise ont construit des realisations rationnelles des complexes motiviques. 
Comme nous l'a fait remarquer Deglise, on peut par adjonction de nos foncteurs retrouver les differcnts 
motifs qui d'apres le theoreme de representabilite de Brown [CD07] representent nos realisations. 

Rappelons qu'un foncteur d'une categorie triangulee T vers une categorie abelienne A est dit coho- 
mologique [Ver77] s'il transforme tout triangle distingue en suite exacte. En particulier, pour un foncteur 
cohomologiquc H ct p un entier, nous notons H p le foncteur de T vers A defini par H P (M) = H(M[—p\); 
ceci permet d'associer a tout triangle distingue une suite exacte longue. Les foncteurs Horn sont des 
foncteurs cohomologiques. 

Dans la categorie DM~(fc) des complexes motiviques, la categoric DM gm (fc) des motifs geometriques 
est la sous-categorie pleine additive epaisse engendree par les motifs M.(X) des schemas projectifs lisses 
[MVW 14.1]. Cela signifie que la categorie DM gm (fc) est construite a partir des sommes finies de motifs 
de schemas projectifs lisses avec les deux proprietes suivantes : 

- les facteurs directs des motifs geometriques sont geometriques; 

- pour tout triangle distingue A — > B — > C — > A[l], si deux des trois motifs A, B ct C sont 
geometriques, le troisieme Test aussi. 

Une fois construits les differents foncteurs cohomologiques, la demonstration du theoreme 0.1 est basee 
sur le principe simple suivant : 

Principe 0.2. 

Soit H : DM~' cff (fc) — >• A un foncteur cohomologiquc vers une categorie abelienne A. Soit B une sous- 
categorie pleine de A, abelienne, stable par facteur direct et extension. Si H(M.(X)[n]) est un objet de 
B pour tout schema X lisse et projectif sur k et tout entier n, alors H induit un foncteur 

H : DM^(fc) -> B. 
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Si de plus la categorie B est tensorielle, si if est multiplicatif et if (Z(l)) est inversible dans B, alors if 
induit un foncteur 

if : DM gm (/c) -> B. 

Dans cet enonce, l'hypothese A abelienne est necessaire pour considcrer un foncteur cohomologique; 
nous serons amenees a utiliser ce principe en considerant une categorie auxiliaire A' dans laquelle B est 
plcine. 

Modulo quelques limites, nos foncteurs de realisation sont construits a partir de foncteurs M i— ► 
Honi£)(r(M),P) ou D est une categorie triangulee, le foncteur r : DM~(fc) — > D est exact et P 
est un objet (ou une suite d'objets) de D qui, en quelque sorte, represente la realisation. Dans le cas De 
Rham, la categorie D est la categorie DM~(/c), le foncteur r est l'identite et l'objet P est le complcxc 
motivique de Dc Rham $~2* construit en [LW 09]. Dans le cas Betti, D — D(Ab) est la categorie derivee 
des groupes abeliens, r est le foncteur de realisation topologique inspire de [SV96] et P est le groupe Z 
dcs cntiers. Pour la realisation ^-adique, D = DM7 t (fc) est la categorie des complexes motiviques etales, 
r est le foncteur faisceau etale associe et P est la suite des complexes de faisceaux etales Z/l n Z(q). 
Pour definir les classes de Chern, il sufHt de construire des Heches r(Z(q)) — > P et les theoremes de 
comparaison consistent a comparer les differents objets P. 

Dans une premiere partie, nous rappelons les definitions des motifs de Voevodsky, quelques notions 
sur les sites et topos et la construction des poids de Bondarko. La deuxieme partie est consacree a la 
realisation de De Rham et de la filtration de Hodge, la troisieme partie a la realisation de Betti et la 
quatricme a la realisation l-adique. Dans la cinquieme partie, nous comparons les differentes realisations, 
en deduisons la realisation dc Hodge et finissons par comparer avec les constructions de A. Huber. 

Conventions Par la suite tous les corps sont supposes de caracteristique et les schemas sont separes 
de type Rni sur un corps. On note Sm(fc) la categorie des schemas lisses sur k, dont les morphismes sont 
les morphismes de schemas. 

1. Motifs de Voevodsky 

La categorie motivique dans laquelle nous travaillons est la categorie triangulee DM~(fc) de Voevodsky 
([V-TCM]) dont nous appelons les objets complexes motiviques. Cette categorie est obtenue par une 
serie de localisations a partir de la categorie des complexes de faisceaux sur la categorie Smcor(fc) des 
correspondances finies. 

1.1. Les correspondances finies 

Le groupe Cor(X, Y) dcs correspondances finies entre deux schemas lisses X et Y est le groupe abelien 
libre engendre par les sous-varietes fermees irreductibles de X x Spoc ( fe ) Y qui sont finies et surjectives 
sur une composante irreductible de X. Cette definition reste valable pour un schema Y quelconque. 
Les correspondances finies se comportcnt mieux que les cycles classiques : il existe des morphismes image 
inverse et image directe pour tous les morphismes entre schemas lisses et elles se composent comme 
les correspondances de Grothendicck [Ma68]. Elles permettent de definir la categorie Smcor(fc) dcs 
correspondances finies, dont les objets sont les schemas lisses sur k et les morphismes, les correspondances 
finies. La categorie Smcor(fc) est additive, pour l'union disjointe, et tensorielle, pour le produit fibre sur 
Specfc. Lc foncteur canonique 7 : Sm(fc) — > Smcor(A;) qui envoie tout morphisme sur son graphe est 
compatible a ces structures. On appelle prefaisceau avec transferts un foncteur contravariant de Smcor(fc) 
vers la categorie Ab des groupes abeliens; un faisceau de Nisnevich avec transferts est un prefaisceau 
avec transferts qui est un faisceau pour la topologie de Nisnevich, la topologie totalement decomposee 
de [N89], intermediaire entre la topologie de Zariski et la topologie etale. 
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1.2. Les categories motiviques 

1.2.1. Faisceaux de Nisnevich avec trans ferts 

Les categories motiviques sont construites a partir de la categorie ShvATi S (Smcor(fc)) des faisceaux de 
Nisnevich avec transferts. Le faisceau Z tr (X) (note L(X) dans [V-TCM]) est le faisceau de Nisnevich 
represente par le schema X sur Smcor(fc) : pour tout schema lisse U, on a Z tr (X)(U) — Cor{U, X). 
Notons que le faisceau Z tr (X) est dchni pour X quclconque. Le produit des schemas permet de dchnir 
le produit tensoriel des faisceaux avec transferts 

Z tr {X) ® Z tr (Y) = Z tr (X x Spcc(fc) Y) 

pour toute paire de schemas lisses (X, Y). Soulignons une propriete de la topologie de Nisnevich ([V- 
TCM] Prop 3.1.3) : 

Proposition 1.2.1.1. (Voevodsky [V-TCM]) Soit X un schema lisse sur k et U — {Ui -> X} un 
recouvrement de Nisnevich de X. Notons U l'union disjointe U = ]J Ui et N{U/X) le complexe de 
faisceaux 

► Z tr (U x x U) Z tr (U) -> Z tr (X) -> 

avec les differentielles egales a la somme alternee des morphismes induits par les projections. 
Alors le complexe N(U / X) est acyclique pour la topologie de Nisnevich. 

Comme tout schema lisse de type fini sur un corps peut etre recouvert par une famille de schemas lisses 
quasi-projectifs, cette proposition permet de resoudre les faisceaux Z tr (X), pour X schema lisse de type 
fini par un complexe forme de sommes ]J Q Z tr {X a ) oh les schemas (X a ) sont quasi-projectifs lisses. 
C'est pourquoi dans nos constructions nous pourrons supposer que les schemas sont quasi-projectifs. 
La proposition (1.2.1.1.) reste valable en topologie etale mais pas en topologie de Zariski (loc. cit.). 
Neanmoins la topologie de Zariski reprend ses droits quand on introduit l'invariance d'homotopie. 

1.2.2. Invariance par homotopie 

On dit qu'un (pre)-faisceau F est invariant par homotopie si pour tout schema lisse X, la projection 
X x Sp oc(fe) A-l — > X induit un isomorphisme F(X) ~ F(X x Spoc ( fc ) A£). Un resulat fondamental de 
Voevodsky est le theoreme d'invariance d'homotopie : 

Theoreme 1.2.2.1. (Voevodsky [V-TCM] 3.1.12) Soit F un faisceau de Nisnevich invariant par homo- 
topie. Alors le faisceau de cohomologie associe est egalement invariant par homotopie et on a pour tout 
schema X lisse et tout entier i des isomorphismes 

H Zar( X ' F ) — H Zari X X Spoc(fc) 

\l . \l 

H Nis( X ' F ) ~ H Nis( X X Spoc(fe) Aj^,F). 

La categorie DM~' cfi (fc) des complexes motiviques effectifs est la localisation de la categorie derivee 
D~ = D~ (Shvjvis(Smcor(fc)) des complexes, bornes superieurement, de faisceaux de Nisnevich avec 
transferts par la sous-categorie epaisse engendree par les complexes du type Z tr (X Xg poc (j.) A^,) — ► Z tr (X) 
On appelle A^,-equivatence tout morphisme de Z)~(ShvAri S (Smcor(fc)) qui induit un isomorphisme sur 
DNr(fc). 

Le theoreme d'invariance d'homotopie (1.2.2.1.) permet d'identifier DM~' cff (fc) a une sous-categorie 
pleine de la categorie derivee D - (ShvAri S (Smcor(A;))) : en effet, DM _,cff (fc) en est la sous-categorie 
formee des complexes, bornes superieurement, de faisceaux de Nisnevich avec transferts, qui sont a 
cohomologie invariante par homotopie. On note M(X) le complexe motivique associe au schema lisse 
X : il est represente dans DM _,cff (fc) par le complexe singulier simplicial C*(Z tr (X)) associe a X, aussi 
appele complexe de Suslin du schema X. Pour un faisceau F, le complexe C*(F) est le complexe de 
faisceaux dchni par 

C n (F)(X) = F(X x A") 

ou A* est le schema cosimplicial standard A" = Spec k[zo, ■•■ , z n ]/(J2a<i<n Zi — 1) e * ^ a differentielle 
est induite par la somme alternee des morphismes de coface. 
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Le produit sur Smcor(A)) se transporte sur DM ' c (fc) et on a pour toute paire (X, Y) de schemas lisses 

M(x) ® M(y) = M(x x Spcc(fe) y). 

Lc motif M(P 1 ) dc la droitc projective se scinde en M(P 1 ) = Z © Z(l)[2] ou Z = M(Specfc) est le 
motif du point ct Z(l) est le motif de Tate, motif rcduit dc G m . La categoric DM"(fc) des complexes 
motiviques est obtenue a partir de la categorie DM~ ! ° (fc) en inversant le motif de Tate. Le theoreme de 
simplification ("cancellation theorem") dc Voevodsky (cf [MVW] 16.25) permet d'idcntifier la categoric 
des complexes motiviques effect ifs a une sous-categorie pleine de DM~(fc). Pour tout entier n et tout 
complcxe motivique M on note M(n) le produit M ® Z(n). 

1.2.3. Motifs geometriques 

La categorie DM gm (fc) des motifs geometriques effect ifs est la sous-categorie epaisse de DM - ' 6 (k) 
engendree par les motifs M(X) des schemas lisses. Comme le corps k verifie la resolution des singularites, 
la categorie DMg^(fc) est engendree par les motifs des schemas projectifs et lisses et elle contient lcs 
motifs de tous les schemas sur k. Cettc categorie est egalement construite par double localisation 
(invariance d'homotopie et Mayer- Vietoris) de la categorie homotopique des complexes bornes de 
Smcor(fc). C'est cette deuxieme construction qu'utilise Bondarko [Bo09] pour munir DM°^(fc) d'unc 
structure differentielle graduee. La categorie des motifs geometriques DM gm (A;) est obtenue par inversion 
du motif de Tate. 

Dans la categorie des motifs geometriques DM gm (fc), Voevodsky definit un Horn interne Horn et une 
dualitc M* = Hom(M, Z). II associe egalement a tout schema X un motif a support compact M C (X), 
qui verifie M C (X) = M.(X), si X est un schema projectif. On a, pour tout schema X lisse de dimension 
n, la relation QV-TCM) 4.3.2.) 

(1.2.3.1) M(X)* = M c (X)(-n)[-2n}. 

1.2.4. Triangles remarquables 

Dans la categorie DM gm (fc) des motifs geometriques, nous utiliserons les triangles remarquables ([V- 
TCM]) suivants : 

(1.2.4.1.) Gysin. Si Z est un sous-schema ferme lisse, partout de codimension c, d'un schema lisse X, 

M(X -Z)-> M(X) -> M(Z)(c)[2c] -> M(X - Z)[l\. 

(1.2.4.2.) Localisation a support compact. Si Z est un sous-schema ferme de X, 

M C (Z) -> M C (X) M C (X -Z)-> M C (Z)[1}. 

(1.2.4.3.) Gysin generalise. Si X est un schema lisse equidimensionnel de dimension n et Z est un 
sous-schema ferme dc X, 

M(X -Z)-> M(X) -> M c (Z)*(n)[2n] -»• M(X - Z)[l\. 

On remarquera que le triangle de Gysin generalise est obtenu par dualite a partir du triangle de 
localisation a support compact. 

1.2.5. Complexes A 1 -locaux 

Par la suite nous considerons des complexes de faisceaux avec transferts L' qui sont A 1 -locaux, e'est-a- 
dire tels que pour tout complexe motivique on a 

Hom £) -( Shvjv . s ( Smcor ( fc )))(M,i') = Hom DM -,eff( fe )(M, L). 

En travaillant dans la categorie D _ (ShvAr is (Smcor(fc))) nous nous ramcnons a deriver des foncteurs 
de la categorie abelienne des faisceaux de Nisnevich avec transferts. Cette categorie a assez d'injectifs 
[MVW 6.19] et les foncteurs Ext sont les derives des foncteurs Horn. Plus precisemcnt, nous notons 
R'Hom le bifoncteur derive D~ (Shvjvi S (Smcor(fc))) x D + (ShvjVi S (Smcor(fc))) — > D(Ab) defini par 
R'Hom(M, N) = Hom*(M, /) oil M (resp. N) est un complexe de faisceaux de Nisnevich avec transferts 
borne superieurement (resp. inferieurement), / est une resolution injective de N ct Hom*(— , — ) est le 
complexe n i-> Hom(— , — [n]). Le foncteur Ext est le foncteur cohomologique associe et on a pour tout 
M de D~ (Shvjvis Smcorfc) et tout complexe borne N 

Ext*(M, N) ~ H\R'Rom(M,N)) ~ Hom D - (shvjVis(Slncorfe)) (M, N[i]). 

Nous utilisons abondamment le resultat suivant : 
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Theoreme 1.2.5.1. (Voevodsky [V-TCM]) Si L est un complexe borne A 1 -local de DM ' cff (fc), alors 
pour tout motif M(X) d'un schema X lisse sur k, on a dcs isomorphismes 

Hom DM - (fc) (M(X),L-[i]) ~ Hom D - (ShviVis(Smcor(fe))) (M(X), J L-[i]) ~ W% is {X,L-) 

~ Hom D - (Shvzor(Smcor(fe))) (M(X), £'[*]) ~ W Zar {X,L) 

oil H]y is (resp.M l Zar ) designc Fhypcrcohomologic de Nisnevich (resp. Zariski) des complexes de faisceaux. 
Le lemme ci-dessous permet de passer de la categoric Z?~(Shv7Vi S (Smcor (*;))) aDM-' ett (fc). 

Lemme d'homotopie 1.2.5.2. Soit F : D~(Shvjvi s (Smcor(fc))) -> A (resp. F : D~ (Shv Nis (Smcor(k))) — > 
T) un foncteur cohomologiquc dans une categorie abelienne A (resp. foncteur exact dans une categorie 
triangulee T) qui veriGe la propriete suivante : 

pour tout schema X lisse sur k, la premiere projection ttx '■ X A 1 — > X induit un isomorphisme 

F(Z tr (X))~F(Z tr (X XkA 1 )). 

Alors F se factorise en un foncteur cohomologique F : DM _ ' cfi (fc) — > A (resp. foncteur exact 
F : DM"(fc) T). 

Demonstration : II suffit dc montrer que si / : K — > K' est une A 1 -equivalence de complexes de 
faisceaux avec transfcrts, alors l'image F(Cf) du cone de / est nulle. Par definition, le cone Cf est dans 
la plus petite categorie epaisse contenant le cone Cttx de ttx et stable par somme directe. Le foncteur 
F etant cohomologique (resp. exact) commute aux sommes finies et facteurs directs et on se ramene a 
montrer que l'image F(Cirx) est nulle, ce qu'implique l'hypothese. □ 
Par ailleurs, Voevodsky construit la categorie DM7 4 (fc) des complexes motiviques etales en considerant 
la topologie etale plutot que la topologie de Nisnevich. 

1.3. Rappels sur les sites et topos 

Nous rappelons quelques notions de [SGA4] que nous utiliserons. Un site est une categorie munie d'une 
topologie de Grothendicck [SGA4 II 1.15]. Pour un site C, on note C (resp. C) la categorie des prefaisceaux 
(resp. faisceaux) d'ensembles du site C. La categorie C est appelee topos associe au site C. Les categories 
C et C sont munies de foncteurs canoniques C — > C et C — > C qui a un objet C de C associe respectivement 
le prefaisceau et le faisceau representes par l'objet C. Si C et C sont deux sites, un foncteur u : C — > C 
entre les categories sous-jacentes induit par composition un foncteur u* : C — > C. Ce foncteur u* admct 
un adjoint a gauche u\ : C — > C qui prolonge le foncteur d'origine u dans le sens que le diagrammc 
suivant commute 



(1.3.1) 



-> C 



C -^-^ c 



oil les fleches verticales sont les foncteurs canoniques. 

Le foncteur de prolongement u\ est defini de la fagon suivante : pour tout objet C de C on note l£ la 
categorie des couples (S, /) oil S est un objet de C et / un morphisme / : C — > u(S) dans C [loc. cit. I 
5] et(I^ ) op la categorie opposee. On pose 

mF :C ^ lim_ Fopr c ,( ) 

(^') op 

oil pr c , est le foncteur de l£' vers C qui au couple (S, f) associe l'objet S. 
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Si de plus, le foncteur u est continu, c'est-a-dire que pour tout faisceau G sur C le prefaisceau 
C M> G o u(C) est un faisceau sur C, alors le foncteur u* induit un foncteur u s : C — > C et ce foncteur 
u s admet un adjoint a gauche u s qui prolonge u 



(1.3.2) 



C -^-^ C 



Le foncteur u s est le compose du foncteur de prolongement u\ defini plus haut avec le foncteur faisceau 
associe. Par construction, il est exact a droite et commute aux limites inductiyes. S'U est de plus exact 
a gauche, il est foncteur image inverse u s = $* d'un morphisme de topos $ : C — > C (loc. cit. IV. 3.1.). 
Suivant toujours [SGA4], on note Ca& le topos abelien associe au site C, c'est-a-dire la categorie des 
faisceaux en groupes abeliens sur C. 

1.4. Site des correspondances finies et changements de base 

Les topologies de Nisnevich et etale munissent les categories Sm(fc) et Smcor(fc) ([BV 08]4.3.) de topologie 
de Grothendieck. Le fait que Smcor(fc) soit un site pour la topologie de Nisnevich provient, comme la 
proposition 1.2.1.1, de ce que l'image inverse d'un point (anneau henselien) par une correspondance 
finie est un point. Suivant Voevodsky, on preferera noter Shv7v is (Smcor(fc)) et Shv,! t (Smcor(fc)) les 
topos abeliens des correspondances finies. Le foncteur canonique Sm(fc) — ► Smcor(fc) est continu (un 
prefaisceau sur Smcor(fc) est un faisceau si e'est un faisceau sur Sm(fc)), cocontinue (les cribles sur Sm(fc) 
et Smcor(fc) sont les memes) et induit un morphisme de topos ([SGA4] IV 3.1.) 

7 = (7*,7*,0) : Smk A b -> ShvAr is (Smcor(fc)), 

oil 7* est le morphisme image directe, 7* : ShvAr is (Smcor(fc)) — > Smfc^j est le morphisme oubli des 
transferts qui est exact et 4> est l'isomorphisme d'adjonction. 

Proposition 1.4.1. Toute extension separable de corps a : k K induit un foncteur de changement 
de base 

<r s : Shvjv i;s (Smcor(fc)) — > ShvAr is (Smcor(i ; sr)) 
F 1— > Fx 

envoyant, pour tout schema lisse X, le faisceau Z tr (X) sur le faisceau Z tr (XK) avec Xk = X x Spec ( fe ) 
Spec(K). 

Le foncteur <r s est exact. 

Demonstration : le foncteur extension des scalaires oik ■ Sm(fc) — > Sm(K), defini par X M> 
Vxg poc ( fc - ) Spec(i ; sr) respecte les correspondances finies ([MVW] 1-12), est continu et permet de construire 
un foncteur changement de base. Par construction, on a pour tout faisceau avec transferts F sur Sm(fc) 
et tout schema Y lisse sur K 

F K {Y) = linj. F(X) 
(x,f) 

ou la limite est prise sur la categorie des couples (X,f), oil X est un schema lisse sur k et f unc 
correspondance de Y vers Xk- Comme l'extension est separable, un tel Y est limite projective filtrante 
de varietes lisses de type fini sur k, reliees par des morphismes affines : le foncteur F Fk est exact. □ 
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Comme le foncteur a s preserve l'invariance d'homotopie, le motif de Tate et est compatible au produit, 
il induit un foncteur de changement de base 



a K : DM-(jfe) -> DM"(Jf) 
M i-» M K 

envoyant pour tout schema X le motif M(X) sur le motif M(Xr-). 

Remarque 1.4.2. Si l'extension a : k ^ K est frnie, alors Specif definit un objet de DM~(fe) 
et lc foncteur de changement de base admet un adjoint a gauche a* K induit par le foncteur de 
Sm(K) dans Sm(fc), qui a Y associe Y; plus precisement, si M est un objet de DM~(fc), alors 
cf*k ° ctk(M) ~ M ® M(Spcc AT), que Ton note plus simplcmcnt M ® K. 

En [LW 09] nous avons defini pour tout corps de caracteristique un ind-motif de De Rham, limitc 
inductive de complexes motiviques. Nous avons besoin du resultat suivant 

Lemme 1.4.3. Si k <-» K est une extension de corps de caracteristique 0, le foncteur changement de base 
respecte les motifs de De Rham. 

Demonstration : le foncteur de changement de base respectant les faisceaux avec transfcrts, il suffit de 
verifier que le foncteur de changement de base Sm kAb — > Sm KAb envoie le faisceau des fc-diffcrentielles 
de Kahlcr sur lc faisceau des A-differentielles de Kahler. Localement, e'est la formule de changement de 
base des differentielles ([EGA IV] 16.6.4). □ 

1.5. La filtration par les poids de Bondarko 

Utilisant la construction de la categorie des motifs geometriques a partir de la categorie des complexes 
bornes de schemas projectifs de Smcor(fc), Bondarko munit la categorie DM gm (fc) d'une structure 
differentielle graduee [Bo09], la graduation sur les morphismes etant induite par celle du complexe de 
Suslin, plus precisement par le complexe cubique de Suslin ([Bo09] Ch.l). Cela lui permet de munir 
DM gm (fc) d'une structure a poids ou ponderale ("weight structure"), a savoir 

Theorems 1.5.1. ([Bo] 1.1.1. et 6.5.3.) 

II existe deux sous-categories D w -° et D w -° do DM gm (fc) telles que 

(i) D w ^° et D w ^° sont additives et Karoubiennes; 

(ii) semi-invariance par translation : D w ^° C D w ^°[l] et D w ^°[l] C D w ^°; 
(Hi) orthogonalite : pour tout objet M dc D w -° et tout objet L de D w -°[1], on a 

Hom DMgm ( fe )(M,L) - {0}; 

(iv) decomposition en poids : pour tout motif geometrique M, il existe un triangle distingue 

M -> A -> B M[l] 

avec A objet de D w ^° et B objet de D w ^°. 
Remarques : 

1.5.2. Les categories D w -° et D w -° sont construites respectivement a partir des classes de complexes 
bornes de schemas projectifs lisses de Smcor(fc) qui sont concentres en degres positifs ou negatifs. Plus 
precisement, si Ton note D w=0 = D w -° nD w -°, la categorie des motifs de poids 0, Bondarko l'identific 
a la categorie de Grothendieck des motifs de Chow ([Bo] 6.2) en utilisant les resultats de Friedlander et 
Voevodsky [FV]. Ainsi les sommes finies dc motifs de schemas projectifs lisses et leurs facteurs directs, 
comme les Z(i)[2i], sont de poids 0. Sur un corps qui verifie la resolution des singularites, on montre en 
utilisant les triangles de Gysin que les schemas lisses sont de poids positifs ([Bo09] 6.2.1). 

1.5.3. La decomposition en poids (iv) n'est pas unique. Neanmoins Bondarko montre que Ton peut fixer 
a priori pour chaque motif geometrique M des decompositions 

M[i] -> M. w - i -> M w - i+1 -> M[i + 1] 
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ct construire un complexe ([Bo] 2.2) dit complexe des poids 

...Mti-ilJ^MW-^M^ 1 ) -> 



avec ([Bo] 1.5.6.) 

M<') ~ cone ( M^'[-l] ->■ M" 1 -* -1 ) 
~ cone ( M"'- i+1 [— 1] M 1 "-* ) 

et MW est un motif de poids 0. Un tel complexe n'est pas unique et la construction n'est done pas 
fonctorielle, mais il permet de construire une suite spectrale qui est fonctorielle a partir de (cf 
ci-dessous 1.5.9.). 

II est possible de donner une description explicite d'un complexe des poids du motif M.(X), lorsque X 
est un schema lisse et quasi-projectif sur k. Les notations sont celles de [D71], Ch.3. 

Proposition 1.5.4. Soit X un schema lisse et quasi-projectif sur k, plonge dans un schema projectif 
lisse X, tel que le schema complementaire Y = X — X soit un diviseur a croisements normaux et a 
composantes irreductibles lisses Y = U^Jg 1 !^. Designons par Y^ (rcsp. Yi) la reunion (resp. somme 
disjointe) des intersections j a j des Yi. On pose Y° = Y° = X ct Y = Y 1 = Uo<i<Af-i 
Le complexe (MpQ^) tel que, en degre j, 

M(X)U) = f M(YS)(j)[2j] si < j < N 
K ' \0 sinon 

et dont les differentielles sont les sommes alternees des morphismes induits par les inclusions de Y^ +1 dans 
Yi est un complexe des poids de M.(X). 

Demonstration : on a, pour l'inclusion X X, le triangle de Gysin generalise, oiin = dim(X) 

(1.5.5.) M(X) -»• M(X) -> M(Y)*(n)[2n] -> M(X)[1}. 

Le motif M(X) est de poids et si Ton prouve que le motif M(F)*(n)[2n] est de poids positif, alors 
le triangle (1.5.5) est une decomposition en poids de M.(X) et des manipulations elementaires dans les 
categories ponderalcs ([Bo], lemme 1.5.4) prouvent que Ton peut choisir comme complexe des poids de 
M(X) un complexe des poids de M(Y)*(n)[2n] decale d'un degre et augmente de M(X) en degre 0. 
Plus precisement, on obticnt 

M(X)^ = (M(Yy(n)[2n])V-V si 1 < j 
M(X) (0) = M(X). 

Ainsi il est equivalent de calculer les poids de M.(X) ou de M(F)*(n)[2n]. Tout repose sur le lemme 

Lemme 1.5.6. Soit Q = U^^Qi un diviseur a croisements normaux, a N composantes irreductibles 
lisses, d'une variete lisse P de dimension n. Un complexe des poids de M = M(Q)*(n)[2n] est 

M (i) = fM(Q*+ ; )(i + l)[2i + 2] siQ<i<N-l 
\ sinon 

Demonstration : on procede par recurrence sur le nombre TV de composantes de Q. Si N = 1, le schema 
Q est projectif lisse de dimension n — 1 et le motif M(Q)*(n)[2n] = M(Q)(1)[2] est de poids 0. 
Supposons le lemme demontre pour N composantes et considerons le schema Q = U^ Qi =— > P. Soit 
Z = U^^Qi le diviseur a croisements normaux a N composantes. Le triangle de localisation a support 
compact (1.2.4.2.) pour l'inclusion Z ^ Q est 

(1.5.7.) M(Z) -> M(Q) -> M C (Q - Z) -> M(Z)[1]. 
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Le schema Q — Z = Qn ~ {Qno U . . . U Qnn-i), avec Qn% — Qn H Qi, est lisse et son complexe des 
poids est connu par recurrence. Par dualite, on a 

M C (Q - Z)* = M(Q - Z)(-n + l)[-2n + 2]. 

Le dual du triangle (1.5.7) devient apres torsion par Z(n)[2n] 

(1.5.8) M(Q - Z)(l)[2] -»• M -> M(Z)*(n)[2n] M(Q - Z)(l)[3]. 

En appliquant a nouveau le lemme 1.5.4.de [Bo], le triangle (1.5.8.) fournit en chaque poids un triangle 
distingue qui est scinde, car chacune des extremites est somme de motifs purs de poids ([Bo] Prop. 
1.3.1.(7)). Par consequent le complexe des poids de M est la somme des deux complexes des poids de 
Mi = M(Q - Z)(l)[2] et de M 2 = M(Z)*(n)[2n]. On a en degre i les intersections (i + 1) a (i + 1) 
des Qi, tordues par Z(i + l)[2i + 2]; dans Mi viennent cellcs ou apparait Qn, dans M 2 celles ou la 
composante Qn n'apparait pas. □ 

1.5.9. Pour tout foncteur cohomologiquc H de DM gm (A;) vers une categorie abelienne A et tout entier 
i, on pose 

(WiH)(M) = lm(H(w<iM) -> H(M)) 

ou Ton a note w^M = lW-j-i], On obtient ainsi une filtration croissante sur H(M), qui ne depend 
pas du choix de M™- 1 , appelee filtration par le poids. D'autre part, on dispose de la suite spectrale 
associee au complexe des poids de M 

EP q (M) = H^M^-pI) H p+q (M). 

Le terme E\ depend du choix du complexe des poids, mais pas le terme E 2 et la suite est fonctoricllc 
en M a partir de E 2 (cf [Bo], Th 2.4.1). 

Pour un motif M, notons Grf H(M) = W l H(M)/W i - 1 H(M); on constate que 

WiH{M[-p}) = lm{H{w<i(M[-p})) H(M[-p])) 
= lm(H((w<i- p M)[-p\) HP(Mj) 
= Wi. p H(M[-p]) - W t - P HP(M), 

d'ou le decalage habitucl Grf H(M[-p\) = Gr^ pJ ffP(M) (cf [D71]). 

Une transformation naturelle entre deux foncteurs cohomologiques preserve les nitrations par le poids. 
2. Realisation de De Rham 
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2.1. Construction 

En [LW 09], nous avons muni les faisceaux X Q, x , k (X) de transferts et dcfini un ind-complexe 
motivique fi* qui represente la cohomologie de De Rham, dans le sens que pour tout schema X lisse 
sur k de dimension inferieure ou egale an, on a 

W p Zar (X,n x/k ) = Hbm DM - (fc) (M(X),r< n n>]) 

ou fi'x/k es ^ ^ e complexe de De Rham de X ct r<„ le foncteur de troncature a droite. On generalise la 
cohomologie de de Rham a tous les motifs en posant 

Definition 2.1.1. La realisation de De Rham de tout complexe motivique M est le fc-espace vectoriel 
graduc 

U' DR (M) = ® P > U P DR (M) = ® p > U DR (M[-p}) 
associe au foncteur cohomologique Hjjjj de DM^(fc) dans la categorie des fc-espaces vectoriels 

H Dfi (M) =lim_Hom DM - (fe) (M,T<„J2*). 

n 

Comme la cohomologie de de Rham des schemas projectifs lisses est de dimension finie, le principe (0.2.) 
implique que, restreinte aux motifs geometriques, la realisation de De Rham est un fc-espace vectoriel 
de dimension finie . 

Lemme 2.1.2. Le morphisme de faisceaux de Nisnevich eflog : O* — )■ ft 1 commute aux transferts. 

Demonstration : en [LW09], nous avons dcfini le transfert sur le faisceau des diffcrenticllcs Q 1 en 
passant aux differcntielles de Zariski il Zar , au sens de [K73]. Soit Z une correspondance d'un schema 
lisse irreductible X vers un schema lisse Y. Comme chez Suslin et Voedvodsky [SV96] on sc ramene au 
cas oil Z est la normalisee de X dans une extension galoisienne finie du corps des fonctions K{X) de 
X, de groupe de Galois G = G&\(K (Z) / K (X)) . On doit demontrer la commutativite du diagrammc 



suivant 



o* z {z) n z {z) 



N 



0* X {X) Q x{X ) 
ou N est la norme N(f) — IIcreG e * Tz/x le transfert qui a ete defini en (loc. cit) comme la 



composec 



V cr* -1 

n z {z) az ) n z ar (z) ^' eG ) fi x ar (x) " x > njc(x). 



Ici, pour tout schema U, on designe par Qy ar le faisceau bidual (au sens de O^-module dans la topologic 
de Zariski sur U) de et ay : — > Qf r ar l'application canonique qui consiste a quotienter par la 
torsion. Le morphisme au est un isomorphisme quand le schema U est lisse. 

Si le schema Z est lisse, le transfert coincide avec la trace Tr = J2aeG a * et ^ e l emme est la traduction 
de la propriete dlog oA^ = Tro dlog. 

Si le schema Z n'est que normal, il suffit de verifier que cette propriete n'est pas alteree par le passage 
au bidual. En remarquant que pour toute fonction inversible / de 0* Z {Z), la forme to = cflog/ vcrifie la 
propriete caracteristique des differentielles de Zariski sur un schema normal, a savoir 

P(Z) :VxeZ,VDe Der k {O x ,O x ),D{Lu) e O x 

oil Derk(O x ,O x ) est l'espace des fc-derivations de l'anneau local O x dans lui-meme et D : ^o x / fe — > O x 
est le morphisme O x - lincaire canoniquement associe a la differentielle D. 
Or on a, pour toute fonction / G O z {Z) et tout point x de Z, 

D(d\ogf) = D(^) = ^eO x . 

□ 
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Ce morphismc dlog induit le morphismc dc DM (k) 



Z(l) : > > O* > 

(2.1.3) diog 

r<iJ2* : ► O — ► fl 1 — ► Kcr(d) 

qui produit un generateur de H^, fi (Z(l)). 

Un generateur de H a DR (Z(n)) 7 lorsque n est un entier positif, est induit par le morphisme issu du produit 
sur ft' [LW09] 

(2.1.4) Z(n) = Z(l)®" (r<! n')®" -»■ r<„ ft* . 

Ces morphismes induisent des classes de Chern 

: ^ 9 (M) = Hom DM - (fc) (M,Z(g)[p]) -> H^(M) 
dcfinies pour tout complexe motivique M dc DM". 

Le produit de [LW09] fournit aussi pour toute paire de complexes motiviques Mi et M 2 dc DM~(fc) 
un accouplement 

H£ fl (M!) ®Hg fl (M 2 ) -> H^(M l8 M 2 ). 

Remarque 2.1.5. : les lecteurs familiers avec la catcgorie des complexes motiviques non bornes DM(k) 
de Cisinski ct Deglisc [CD 08] eviteront de tronquer le complexe de De Rham en posant pour tout entier 
P 

VL P DR (M) = Hom DM (fc)(M,n>]) 

II est clair que les deux definitions coincident sur les motifs M(X) des schemas lisses X et done sur les 
motifs geomctriques; mais egalement sur la categorie DM" en vertu de la proposition suivantc. 

Proposition 2.1.6. Pour tout complexe motivique M de DM~(fc), on a pour tout entier i, les 
isomorphismes 

Hom DM ( fe )(M,n*[i]) ~ Hrj^Hom DM - (fc) (M,T< n n*[i])- 

n 

Demonstration : la propriete ci-dessus etant stable par quasi-isomorphisme, decalage et cone, il suffit 
par le lemme 9.3 de [MVW] de verifier que pour toute famille de schemas lisses (X a ) ae A on a 

J| lim Hom fl - (Z tr (X a ), t<„ = liiri J| llom D -(Z tr (X a ),T< n n'[i\) 

aeA n n a eA 

ce qui provient du fait que les complexes Z tr (X a ) sont concentres en degre zero, les complexes r<„ 
sont bornes et la suite de droite est stationnaire pour n > i. □ 
Definition 2.1.7. Pour q e Z et M un complexe motivique, on definit la realisation de De Rham 
H£>i{(M, q) par l'egalite de fc-espaces vectoriels 

U DR (M,q)=U DR (M). 
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2.2. Filtration par les poids 

La filtration par les poids est induite sur le foncteur cohomologique par la structure de poids definie par 
Bondarko [Bo] 

WiU DR (M) = Im(H DR (w<iM) H DR (M)), 
qui induit la filtration sur H^(M) 

(2.2.1) WiU p DR (M) = W i+p U DR (M[-p}). 

Proposition 2.2.2. Si X est un schema lisse quasi-projectif sur k, la filtration W sur H^(M(X)) 
coincide avec la filtration par le poids classique de la cohomologie de X. 

Nous choisissons comme reference les travaux de Deligne en theorie de Hodge, plus precisement ([D71] 
Ch.3), repris sur un corps k par Jannsen ([J90]). Les calculs, a base de poles logarithmiques, y sont 
faits en cohomologie analytique mais s'adaptent en cohomologie de De Rham. Le reste de ce paragraphe 
consiste en la demonstration de la proposition 2.2.2. 

Reprenons les notations de la proposition 1.5.4 : le schema X etant lisse et quasi-projectif sur k comme 
dans (loc. cit)(3.2.1), on le plonge dans un schema projectif lisse X, tel que le schema complementaire 
Y = X — X soit un diviseur a croisements normaux et a composantes irreductibles lisses Y = U^q 1 !^. 
Comme en (loc. cit.), on designe par Y^ (resp. Yi) la reunion (resp. somme disjointe) des intersections 
j a j des Yi. On pose Y° = Y° = X et Y = Y 1 = LJo<i<JV-i Y i- 0n a vu q ue M(X)(°) = M(X) et 
M(X)< fc ) = M(Y k )(k)[2k} pour 1 < k < N - 1. 
La suite spectrale de Bondarko ([Bo] 2.4.1.) 

E™(M(X)) = H% R (M(X)^) =► H^(M(X)) 

coincide alors avec la suite spectrale de Jannsen ([J90], 13.) ou de Deligne ([D71] 3.2.7) lorsque k = C 

W E™(X) = e«+ 2 f (Y=p, n* Y - P ) ® fc U° DR (Z(-p)) ~ H. q+2p (Y~-P, Q' Y . P ), 

en tant que fc-espaces vectoriels. On en deduit qu'elle degenere en E 2 (cf. corollairc 3.2.13, [Dc71] , lorsque 
k = C) ainsi que l'isomorphisme 

£™(M(X)) = Grf H^(M(X)), 

qui tient compte du decalage. □ 
Definition 2.2.3. Sur H,d,r(M, q), ou q £ Z et M est un motif geometrique, on definit la filtration par 
le poids, indexee par Z, par 

WiH DR (M,q) = lm(U DR (w< l+2q M) -»• U DR (M,q)) = W i+2q H DR (M). 
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2.3. Filtration de Hodge 

La realisation de De Rham est equipee d'une deuxieme nitration. La precedente a ete obtenue en 
tronquant, dans la representation Hom DM - (M, fi*), la premiere variable ou plus precisement lc 
complexe de poids de la premiere variable. La seconde nitration est obtenue en tronquant la deuxieme 
variable, a savoir le complexe de De Rham fi*. 

Dans la categoric derivee D — _Djvis(Smcor(fc)) des complexes de faisceaux avec transferts, la nitration 
bete 



' v ' [0 sinon 



fournit pour tout complexe borne K de _D 7Vis (Smcor(A;)) une suite spectrale 

(2.3.1) E™(K) =Rom D (K, fl p [p + q]) => Hom D (K, fl'\p + q\). 

Cette suite spectrale est fonctorielle en K mais on a de plus, comme pour la suite spectrale des poids 
de Bondarko, qu'elle est fonctorielle sur DM~(fc) a partir du terme E 2 : 

Proposition 2.3.2 Si f : K — > K' est une A 1 -equivalence de complexes de faisceaux avec transferts 
dans Dj ris (Smcov(k)), alors on a, pour tout r > 2 et tout couple d'entiers (p, q), des isomorphismes 

EP' g (K')~EP' q (K). 

Demonstration : il suffit de montrer qu'on a pour tout couple d'entiers (p, q) un isomorphisme 

B%\K')~]%\K) 

compatible aux differentielles. En adaptant la demonstration du lemme d'homotopie aux bicomplexes, 
on se ramene a prouver que pour tout schema X lisse sur k, la projection ttx ■ X A 1 — > X induit 
pour tout couple d'entiers (p, q) un isomorphisme 

(2.3.3) E™(Z tr (X)) ~ E™(Z tr (X x k A 1 )). 

Sur le site X]^i S , considerons les complexes de faisceaux fl x et ifxt^x^i- Les membres de 
l'isomorphisme (2.3.3) sont les termes E 2 des suites spectrales associees a la filtration bete des com- 
plexes respectifs. D'apres [Ver96] (4.4.3.), ces suites coincident a partir de E 2 lorsque les deux complexes 
sont homotopes. Or la decomposition des formes differentielles et la formule de projection impliquent 
l'isomorphisme 

Tl.^XxA 1 — ®O x 7r X*7T A l^A 1 

qui permet de remonter I'homotopie induite par I'integration 

s ■. n A1 -> O a i 

f(t)dt i y Jof(u)du 

en une homotopie entre l'application composee Q XXkA i — > ^x ~^ ^xx^a 1 et 1'identite. □ 

On a ainsi une suite spectrale EP' q (M.), r > 2 definie pour tout complexe motivique M. Si de plus le 
motif M est gcometriquc, le principe (0.2.) implique que les espaces vectoriels sont de dimension finie 
et que la suite spectrale (2.3.3) E^CM.) d'aboutissement Hdr(M.) degenere et definit sur Hdjj(M) la 
filtration reguliere 

(2.3.4.) F q U p DR (M) = \^lm(Rom DN JM,<j> q T< n n'[p}) ^ Hom DM - (M, r<„ ^' [p])) . 

Cette filtration est appelee filtration de Hodge en vertu de la proposition suivante, immediate, puisquc 
la filtration est induite par la filtration bete de tt x 

Proposition 2.3.5 Si M = M(X) est le motif associe a un schema X lisse projectif, la filtration F 
dcEnic par la suite spectrale (2.3.3) est la filtration de Hodge du schema X. 

Definition 2.3.6. La definition de la filtration de Hodge s'etend aux realisations Hd.r(M, q), oil q <E Z 
et M est un complexe motivique, en posant 

Fm DR (M,q) = FP+m DR (M). 
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3. Realisation de Betti 

Cette partie est largement inspiree des travaux de Suslin et Voevodsky [S V96] et a ete resumee en [L08] . 

3.1. Realisation topologique des motifs sur C. 

Nous travaillons sur le site Sm(C) des schemas lisses sur lc corps des nombres complexes, muni de la 
topologie de Nisnevich, et sur le site CW des espaces topologiques reels admettant une triangulation, 
muni dc la topologie des homeomorphismes locaux. 

Le foncteur 9 : Sm(C) — > CW qui a un schema X associe la variete X(C) des points complexes est 
continu. II induit un foncteur 9 s : Sm C —¥ CW prolongeant 9. 

Proposition 3.1.1. Si X est un schema projectif lisse, l'image 9 s (Zt r (X)) est le faisceau 

U i y Rom(U, ]J S d X(C))+ 

d>0 

oil le schema S d X est la puissance symetrique du schema X et pour tout monoide M, on designe par 
M + le groupe groupe de Grothendieck associe. 

Demonstration : le resultat repose essentiellement sur le theoreme de Suslin et Voevodsky. 
Theorems 3.1.2. (Suslin ct Vocdvosky [SV96 Theorem 6.8]) 

Si X est un schema quasi-projectif sur un corps k, on a, pour tout schema (normal et connexe) S, un 
isomorphismc de groupes 

Z tr (X)(S) = Hom Schfc (S, ]J S d (X))+ , 

d>0 

oil la categorie Schfc est celle des schemas de type hni sur k. 

Le foncteur 9 s respectant les foncteurs representables, il envoie, pour tout entier positif d et tout schema 
lisse X, le faisceau represente par X d sur lc faisceau represents par X d (C). Par ailleurs, le foncteur 9 s 
commute aux colimites finies (comme le quotient par les groupes de permutation) mais egalement aux 
colimites quelconques ([SGA4] III 1.3.) : il envoie le faisceau represente par le ind-schema lisse Ud>o S d X 
sur le faisceau represente par l'espace U d>0 S d (X(C)). Comme le foncteur est compatible aux structures 
algebriques, la proposition (3.1.1.) s'en deduit. □ 

Composant le foncteur 9 s avec le foncteur exact oubli dc transferts, nous obtenons un foncteur exact a 
droite qui se factorise dans les faisceaux abeliens en un foncteur mono'idal 

$ : ShvAr^SmcorC) -> CW Ab 

de la categorie des faisceaux dc Nisnevich avec transferts vers le topos abelien CWAb- En composant de 
plus avec le foncteur complexe de Suslin C* qui est exact, nous obtenons un foncteur, toujours exact a 
droite, 

* : ShvAr ls (SmcorC) -»• C~ {CW Ab ) 

oil C~ (CW Ab) est la categorie abelienne des complexes bornes superieurement de faisceaux abeliens. 
C'est ce foncteur que nous derivons en utilisant la classe S des sommes de faisceaux ©Q,Z tr (V Q ) ou les 
V a parcourent les schemas lisses quasi-projectifs tels que la variete des points complexes V a (C) soit 
a composantes connexes contractiles. Cette classe S d'objets est bien sur stable par somme directe et 
permet via la proposition 1.2.1.1 de construire des resolutions a gauche de tout faisceau avec transferts. 
Pour que le foncteur ^ admette un foncteur derive a gauche, il suffit par [Ver77] dc verifier que les 
objets de E sont acycliques a gauche en montrant 

Lemme 3.1.3. Soit N un complexe acyclique et borne superieurement d'objets © Q Z tr (V r Q ) dc E. Alors 
ty(N) est acyclique. 

Demonstration : pour tout entier i, nous devons montrcr que le faisceau de Nisnevich associe au 
prcfaisceau Hi(ty(N)) est nul. Cela revient a montrer que pour tout prefaisceau F tel que le faisceau 
associe Fjy is soit nul, les derives L n <&(F) sont nuls. Comme en [MVW] 8.15 on se ramene au cas d'un 
complexe de recouvrement de Cech et nous devons montrer le lemme suivant : 
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Lemme 3.1.4. Si U = {Ui — > X} est un recouvrement de Nisnevich d'un schema X lisse quasi-projectif 
sur C par des ouverts dont les points complexes sont a composantes contractiles, alors l'image par le 
fonctcur <f> du complexc de Cech N{U/X) est acyclique. 

Ce lemme repose sur les travaux de Suslin et Voevodsky en [SV96] section 10 qui ont reinterprete le 
theoreme de Dold-Thom en 

Proposition 3.1.5. Si X est un schema lisse quasi-projectif sur C, l'image <&(Z tr (JT)) est quasi- 
isomorphe au complexe des chaines singulieres de la variete topologique X(C). 

Demonstration : par dualitc il est equivalent de montrer que le bicomplexe de cochaines 

Sing-(X(C)) -> Sing\NU{C)) 

est acyclique. D'apres la proposition 3.1.5 le bicomplexe Sing'(NU(C)) calcule la cohomologie de Cech 
H*(X(C)) de X(C) qui est egale a la cohomologie singuliere de X(C)) par un theoreme de Cartan [Go 
58]5.9.2. 

□ 

Nous en deduisons un foncteur L>J> : D~(Shvjv is (SmcorC)) — > D(Ab) qui par le lemme d'homotopie 
(1.2.5.2) se factorise en un foncteur dit de realisation topologique tc ■ DM~' cfi (C) — > D(Ab). 

Par le theoreme d'Eilenberg-Zilber, le foncteur ^ est compatible au produit et son derive tc commute 
au produit de DM~' cff (C) egalement defini a partir des resolutions par les Z tr (X). 

L'image de Z(l) = C»Z tr (G^ l 1 )[— 1] est lc complexe calculant l'homologie singuliere reduite de C*, decale 
de —1, d'ou tc(Z(l)) ~ 2i7rZ, complexe concentre en degre 0, par lc theoreme des rcsidus. Comme le 
foncteur tc est tensoriel et envoie le motif de Tate Z(l) sur un objet inversible, il s'etend en un foncteur 
de DM~ (C) et les resultats de ce paragraphe se resumcnt en 

Theoreme 3.1.6. II existe un foncteur tensoriel de realisation topologique 

t c : DM~(C) -)• D(Ab) 
M i y M(C), 

qui pour le motif M = M(X) associe a un schema X quasi-projectif lisse sur C permet de representor 
la cohomologie singuliere de X(C), e'est-a-dire 

HP(X(C), Z) = Hom fl - w (t c (M(X)), Z\p}). 

La compatibilite du foncteur de realisation au produit impose 

tc(Z(n)) = (22tt)"Z. 

3.2. Realisation topologique des motifs sur R. 

Si le schema X est defini sur R, la variete analytiquc X(C) = (X Xg pcc R SpecC)(C) est munie d'unc 
action continue de la conjugaison complexe Foo. En suivant cette action dans la construction precedente, 
on montre que le foncteur de realisation topologique se factorise en un diagramme 

DM (R) tc ' Foc > D(Ab^) 

DM-(C) tc > D(Ab) 

oil AV 2 est la categorie abelienne des groupes abclicns munis d'une involution et la flcche de droite est 
induite par l'oubli de l'involution. 

Lc motif de Tate Z(l) est reel et, sur sa realisation ic(Z(l)), l'involution est induite par le changement 
d'orientation de S 1 dans C* et agit par multiplication par —1. 
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3.3. Realisation de Betti des motifs 

Pour toute place a : k — > C du corps de nombres k, l'extension des scalaires <tc : DM~(fc) — > DM~(C) 
construite en 1.4, composee avec la realisation topologique, definit un foncteur 

t a : DM-(jfe) -> D(.46) 

M i y M a (C) :=t c ocr c (M). 

Si la place a est reelle, le foncteur t a se factorise dans la categorie des groupes abeliens munis d'une 
involution (3.2). 

On pose alors H a (M,q) = Homo^) (M CT (C), (2iir) q Z) ct Ton definit 

Definition 3.3.1. Pour tout complexe motiviquc M dc DM~(fc), toute place a : k — >• C et tout entier 
q > 0, la realisation entiere (resp. realisation) de Betti H* ( , Z(q)) (resp. H* ( , q) ) est le groupe abelien 
(resp. Q-espace vectoriel) gradue sur Z 

H:(M,Z(g)) = e peZ H^(M,Z( g )), 

et 

HP(M,g) = Q®zHP(M,Z(g)). 

Si la place a est reelle, le complexe M CT (C) est muni d'une involution induite par la conjugaison complexe 
et les realisations H* ( ,Z(q)) ct H* ( , q) heritent de cette structure. 

Le foncteur t a induit directement des classes de Chern, pour des entiers p et q et tout complexe motivique 
M dc DM~(fc) 

<#« : H^(M) = Hom DM - (fe) (M,Z(g)[p]) -> Hom D( , t) (M (C), (2t7r)«Z[p]) = H^(M,Z(g)). 

Si le complexe motivique M = M(X) est le motif d'un schema quasi-projectif lisse sur fc, les groupes 
de realisation de Betti coincident d'apres (3.1.4) avec les groupes de cohomologie singuliere 

H?(M(X), Z(q)) = HV{X{C), (2*7r)«Z). 

3.3.2. Filtration par le poids 

Par ailleurs, la realisation de Betti H CT (, Z), pour g = 0, etant un foncteur cohomologique, elle herite de 
la filtration par le poids decrite en 1.5.9, a savoir, pour igZ, 

^H CT (M, Z) = Im^fw^M, Z) H CT (M, Z)). 

Le calcul fait en 2.2 dans le cadre de la realisation de De Rham montre que cette nitration coincide 
avec celle de Deligne apres avoir tensorise par C. En particulier, pour un schema lisse X que Ton plonge 
dans X, la suite spectrale dc Bondarko associe a Ho- est isomorphe (a renumerotation pres) a la suite 
spectrale de Leray de la cohomologie singuliere pour l'inclusion X(C) c — > X(C). 

Definition 3.3.3. Pour tout q € Z et tout motif geometrique M, on appelle filtration par le poids de la 
realisation de Betti H CT (M, Z(g)), la filtration croissante indexee par Z deduite par la filtration par le 
poids de Bondarko 

WiH„(M, Z(q)) = Im(H a (w< l+2q M, Z(q)) -> H ff (M, Z(g))). 
Le principe (0.2.) se traduit en 

Proposition 3.3.4. Pour chaque place infinie a, et chaque entier positif q les foncteurs realisations de 
Betti H CT (, Z(q)) induisent des foncteurs cohomologiques de la categorie des motifs geometriques sur k 
vers la categorie des Z-modulcs filtres de type fmi. Si de plus la place est reelle, la realisation est munic 
d'une involution induite par la conjugaison complexe. 
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4. Realisation Z-adique 

Pour un premier I fixe, nous definissons la cohomologie etale a coefficients dans Z; . 

4.1.Cohomologie Z-adique des complexes motiviques etales 

Nous travaillons dans la categorie DM7 t (fc) des complexes motiviques etales de Voevodsky ([V- 
TCM]p.214). Pour tout entier positif n et tout complexe motivique etale M , les groupes 

R"Hom(M,Z/i n Z(g)) = Hom DM - (fc) (M,Z/i n Z(g)[p]) 

fournissent un systeme projectif dans la categorie des complexes de groupes abeliens et on pose en 
s'inspirant de [J88] 

J?KM,9)=R|imR*Hom DM - (fc) (M,Z//"Z(g)) 

n 

ou R* Horn est le foncteur (ici en version etale) discute en 1.2 et R|im dcsigne le foncteur derive dc |im 
dans la categorie des groupes abeliens. 

Proposition 4.1.1. Si lc motif M(X) est le motif Stale associe a un schema X lisse sur k, on retrouve 
la cohomologie etale continue de X dehnie par Jannsen en [J88] 

ff'ffllfMfX),?)) - H^iX^iq))- 



Demonstration : la version etale du theoreme 1.2.5.1 [MVW] (theorem 10.2) et le fait que le complexe 
de faisceaux etales Z/l n Z{q) est quasi-isomorphe au faisceau etale ufj (loc. cit. theorem 10.3) impliquent 

R*Hom DM - (fc) (M(X),Z/i n Z(g)) - RT lH (X,^fJ). 

La proposition s'en deduit par la propriete de composition des foncteurs derives [Ver77] (2.3.1). □ 
Proposition 4.1.2. Pour tout complexe motivique etale M, on a la suite exacte courte 

-» Irn^RP- 1 Hom(M, Z/l n Z(q)) -> H p (Ri(M,q)) -» jim R p Hom(M, Z/l n Z(q)) -> 0. 

n n 

ou 1 'on a choisi la notation standard ^m^ 1 = R 1 lim . 

Demonstration : comme on considcrc la limite projective dans la categorie Ab qui vcrific l'axiomc 
ABA* de Grothcndicck [Gro57], le foncteur Rlim est de dimension cohomologique finie (on a meme 
Rlim^ = pour un systeme denombrable filtrant [Gob70]). Pour M fixe on choisit un representant 
K du motif etale M dans la categorie C~(Shve t (Smcor k)) des complexes (bornes superieurement) des 
faisceaux etales avec transferts. On applique lc rcsultat de Jannsen [J88] (Proposition 1.6) au foncteur 
h : A = Shvei(Smcor) — > Ab, A n> Hom L 7-(gj lv ^ t (Smcorfe))(-^5^.)) ou l e faisceau A est vu comme le 
complexe concentre en degre et au systeme projectif n i-> A n = ^i® 9 . On conclut en remarquant que 
les A n sont des objets A 1 -locaux ct que Ton a 

R p Hom c - (shv , t(Smcorfe)) (X, A n ) - RPHom DM - (fc) (M,Z// n Z(g)) = Hom DM - (fc) (M, Z/l n Z(q)\p]). 

□ 
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4.2. Realisation ^-adique des motifs 

Ou les representations galoisiennes entrent en jeu. On fixe une cloture algebrique k de k et un plongement 
k C. Disposant des foncteurs de changement de topologie ([V-TCM] 3.3.) 

DM-(jfe) -> DM7 t (it) 
M i y Met 

et de la multiplication par le motif M(Speci-T) pour toute extension finie if de A; 

DM~(fc) -> DM-(fc) 

M i y M.k = M ® tr M(Spec K), 

on pose 

RP Hom(M Mt , Z/PZ(q)) = limR? Hom DM - (t) (M M , Z/i"Z(g)) 

if * 
= lir 4 Hom DM - (fe) (M K ,e t ,Z/rZ(g)[p]), 
if 

la limite, sur les extension K de k finies contenues dans k, etant prise dans la categorie derivee 
des groupes abelicns. Les resolutions injectives des faisceaux Z/l n Z(q) permettent de construire non 
seulement les complexes R* Hom DM - ^(M^t, Z/l n Z(q)) mais aussi |im 1 R P_1 Hom(Mj. g t , Z/l n Z{q)) 
([J88](1.5), voir aussi [HU95] (10.1.2) ), qui sont munis d'une action continue du groupe de Galois absolu 
G k = Gal(fc/fc) de k. 

Definition 4.2.1. Pour tout complexe motivique M de DM" (k), tout entier q > 0, la realisation etale l- 
adique a coefficients dans Zi (respectivement realisation l-adiquc) de M est le Zi-module (respectivement 
Ql-espace vectoriel) gradue sur Z par 

Hf(M,Z ; (<?)) = ^(RlimlimR* Hom DM - (fc) (M Jf , A ,Z/i n Z(g)) 

n K 

Hf (M,q) = Hf (M, Qi(q)) = Hf(M, Z,(g)) Qi- 

Comme precedemment, on a une suite exacte courte 
(4.2.1) 0^|im 1 R f, - 1 Hom(Mfe ( , 4 ,Z/rZ( g )) -> Hf (M, Z t (q)) -> |imR p Hom(M Mt , Z/l n Z(q)) -> 

n n 

dont tous les termes sont munis d'une action du groupe de Galois Gfc, continue pour la topologie l-adique. 
Proposition 4.2.2. Pour le motif M = M.(X) d'un schema lisse de type Bni X sur k, on a 

U^M(X),Z l (q))=H p it (X k ,Z l (q)) 

Hf (M(X), Qi(q)) = HliX-Mq)) ® Qi- 

Demonstration : l'equivalent etale du theoreme 1.2.5.1 et le comportement de la cohomologie etale vis 
a vis des limites projectives de schemas impliquent l'isomorphisme 

UmR^Hom DM - (fc) (M(X) X; , t ,Z//"Z( g )) ~ H%{X- k , 

K 

Par le theoreme de finitude ([SGA4 1/2] Cor. 1.10) les groupes H? t (X k , nfj 1 ) sont finis et forment un 
systeme de Mittag-Leffler pour lequel le foncteur jim 1 s'annule. La proposition est une consequence de 
la suite exacte (4.2.1.). □ 
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Lemme 4.2.3. Pour toute paire de complexes motiviques M et M' il existe un accouplement 
Hf (M, Z,(«)) ® Hf'(M', Z^')) -+ Hf+f'(M ®*~ M', Z ; ( g + </)) 

Demonstration : lcs produits dans DM7 ( 

M K ,et ® tT M' K£t -> (M ® tr M')*,e* 
Z/l n Z(q) <g>* r Z/ri(q') -> Z/l n Z{q + q') 

induiscnt un accouplement 

Hom DM -^ (fe) (MK^,Z/rZ(g))(g)Hom D M-, t ( fe )(M^ t ,Z//"Z(g')) 

I 

Hom DM - aW (M K ,et®M' Xi . ( , Z/rZ(g + <?')) 

compatible aux limites inductives filtrantes. On obtient ainsi un accouplement de systemes projectifs 
dans la categorie des Z;[Gfc]-modules continus. On conclut par la compatibilite des foncteurs I^lim au 
produits ([H95] 13.3.1.) □ 

Lc theoremc de Faltings [Fal89] assure que, pour tout schema X lisse sur k et tout couple d'entiers 
(p,q), la realisation Z-adiquc H;(M(X), Q;(g)) est une representation pseudo-geometrique, e'est-a-dire 
une representation l-adique de Gk non ramificc en un nombrc fini de places et de de Rham en toutes les 
places divisant I ([FPR94] II. 2. 1.1). La propriete d'etre de de Rham n'etant pas stable par extension, il 
faut une analyse p-adique plus fine pour assurer que la realisation Z-adique d'un motif geometrique est 
une representation pseudo-geometrique mais on peut dorenavant conclure du principe 0.2. la proposition 
suivante 

Proposition 4.2.4. Pour tout nombre entierp et tout entier q > 0, la realisation l-adique H^( , q) induit 
un foncteur de la categorie DM gm dans la categorie des representations l-adiques de Gk non ramiEees 
en dehors d 7 un nombre fini de places. 

Les classes de Chern 

c^ t q :H p ' q (M) ->Hf(M,Z(g)) 

sont induites par les morphismes quotient Z(q) — > Z/l n Z(q), le foncteur de changement de topologic 
Z/l n Z(q) M> (Z/l n Z(q))it = fJ-f? et les differents passages a la limite. 

Par ailleurs, comme toutes les autres, la realisation l-adique est equipee d'une filtration par le poids. 
Elle est induite par passage a la limite par la filtration definie par Bondarko sur les motifs etales [Bo09] 
sur un corps de dimension cohomologique finie. 

5. Isomorphismes de comparaison 

D'apres les theoremes de comparaison classiques toutes nos realisations sont isomorphes sur les schemas 
projectifs lisses. Pour generaliser ces isomorphismes aux motifs geometriques, nous devons trouver des 
fieches entre les differentes realisations qui induisent les isomorphismes : elles proviennent des classes de 
Chern. 
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5.1. Comparaison des realisations de De Rham et de Betti 

Fixons une place a : k — > C du corps de nombrcs k. Pour comparer Hom D ^ b ^ (M cr (C), Z(g)) et 
lim^ Hom DM -( fc )(M, r<„ $7*) pour tout motif M, nous partons des classes de Chern (2.1.4) Z(q) — > 
T< q ft' et appliquons le foncteur de realisation topologique t a (3.3) pour obtenir les fleches 

(2wr) 9 Z -> i CT (r< 9 fi*) -> lini i CT (r<„ «') =: 

dans la categorie des complexes de groupes abeliens. En tensorisant avec le corps de nombres complexes, 
nous obtenons 

Lemme 5.1.1. Le morphismc C — > t a (tl) est un quasi-isomorphisme de complexes de groupes abeliens. 

Demonstration : au niveau des faisceaux, le foncteur de realisation topologique se factorise a travers le 

site SmC a „ a des varietes algebriques complexes munies de la topologie analytique. D'apres [GAGA], ce 
foncteur est exact, envoie le faisceau structural X t— > T(A, Ox) sur le faisceau structural des fonctions 
holomorphes et les differentielles de Kahler sur les differentielles holomorphes. Le lemme de Poincare 
implique que dans la categorie derivee des faisceaux abeliens analytiques, le complexe des differentielles 
holomorphes flh est une rescJution du faisceau constant C. Le quasi-isomorphisme C ~ Q,h se transportc 
sur un isomorphisme de D(CW) puis D(Ab). □ 
On en deduit, pour tout complexe motiviquc M, une fleche 

H^(M, q) ® fe C -»• H;(M, q) ® Q C. 

Par le theoreme de De Rham, cette fleche est un isomorphisme d'espaces vectoriels gradues de dimension 
finie pour tout motif M(A) d'un schema lisse projectif X, isomorphisme compatible par construction 
avec Paction de la conjugaison complexe si la place a est reelle. Comme nous l'avons deja remarque, les 
filtrations par le poids coincident pour q = (cf 3.3.2), done egalement pour tout q £ Z par decalage. 
Les motifs M(A) engendrant la categorie des motifs geometriques, on a 

Proposition 5.1.2. Pour tout motif geometriquc M de DM gm , tout entier q positif et tout entier p, on 
a un isomorphisme de C-espaces vectoriels Gltres (par la nitration par le poids) de dimension Gnie 

H P DR (M, q)® k C~ H£(M, q) ® Q C 

compatible avec l'action de la conjugaison complexe si la place est reelle. 
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5.2. Theorie de Hodge 

Rappelons que trois filtrations (W.,F' , F') sur un C-espace vectoriel H, oil W. est croissante et les deux 
autres filtrations sont decroissantes, sont dites opposees lorsque Gr F Gr q F Gr^ H = pour n ^ p + q. 
Une structure de Hodge mixte sur un sous-corps k de C est la donnee d'un Z-module de type fini Hz, 
d'une filtration croissante W n sur Hq — Q <E>z Hz, d'unc filtration decroissante F p sur H^ = k <S>z Hz, 
tels que le systeme des trois nitrations (W, F, F) qui en decoule sur He = C ®z Hz soit un systeme de 
trois nitrations opposees [D70](1.2.13). La categorie des structures de Hodge mixtes est une categorie 
abelienne (loc. cit. 2.3.5). 

La nitration par le poids de Bondarko sur H£ (M, Z(q)), la nitration de Hodge sur H P DR (M, q) ct 
l'isomorphisme de comparaison Dc Rham-Bctti permettent d'associer a un complexe motivique, objet 
de DM gm (fc), une structure de Hodge mixte sur k. 

Theoreme 5.2.1. Pour chaque plongcment a : k <—> C ct tout entier q positif, la donnee du Z-modulc 
H CT (M, Z(q)), de la filtration W par le poids de Bondarko sur Q ®z H CT (M, Z(q)), du k-espace vectoriel 
tiltre par la filtration dc Hodge (Hd.r(M, q),F'), du complexific Hc(M) = C (g> Hajj(M, q), muni des 
trois filtrations W., F' ct de sa complexe conjuguee F' , pour tout motif geometrique M, induit un 
foncteur cohomologique, appele realisation de Hodge, de la categorie DM gm (fc) des motifs geometriques 
vers la categorie des structures de Hodge mixtes sur k. 

Demonstration : 

Plagons-nous dans la categorie A' dont les objets sont les donnees h = (Hz,H, He, W.,F',F') ou 

- Hz est Z-module de type fini; 

- H ~ k ® Hz est un fc-espace vectoriel de dimension finie; 

- He ~ C (g>z Hz est un C-espace vectoriel de dimension finie; 

- W. est une filtration croissante sur Hq = Q <8> Hz; 

- F' est une filtration decroissante sur H ; 

- F' est la filtration conjuguee de F' sur H c . 

Les morphismcs dc A' sont les morphismes respectant toutes les structures. Un facteur direct h' d'un 
objet h de A' est un sous-objet h! de h tel que l'application u : h! — > h admette une retraction r : h — >■ b! . 
Dans ces conditions, onarou = idh' ctuor est un projecteur de h. 

La categorie SHM(k) est une sous categorie pleine de A', car les morphismes respectant les 3 filtrations 
entre deux structures dc Hodge mixtes sont necessairement stricts (loc. cit. 2.3.5. (iii)). 
II suffit de considerer le cas oil q = 0. Le foncteur realisation de Hodge, note h, est un foncteur de la 
categorie des motifs geometriques DM| m (fc) dans A'. Pour avoir une structure de Hodge mixte, il faut 
montrer que sur le C-espace vectoriel Hc(M), les trois filtrations Wc, F et F sont opposees. C'est connu 
pour tout motif M(X) d'une variete projective lisse (2.3.6.) et [D70]. Par le principe (0.2.) legeremcnt 
modifie, il reste a verifier les deux points suivants : 

- pour M' facteur direct de M dans DM*(fc) oil /i(M) est une structure de Hodge mixte, alors h(M') 
en est une; 

- pour tout triangle distingue M' ->• M ->■ M" -> M[l] de DM^(fc) ou h(M') ct h(M") sont des 
structures de Hodge mixtes, alors h(M) en est une. 

Commencons par montrer qu'un facteur direct h! = (H z , H' , H' C ,W' , F' , F') dans A' d'une structure 
de Hodge mixte h = (Hz, H, He, W, F, F) est une structre de Hodge. Les espaces H Z ,H' ,H' C sont 
respectivement facteurs directs des espaces Hz,H,Hc et les retractions respectant les filtrations, 
pour tout triplet d'entiers (p,q,n) l'espace vectoriel Gr p F ,Gr q p,Gr^ H' c est un facteur direct dc 
Gr F Gr q F Gr^ He par fonctorialite. La propriete pour les trois filtrations d'etre opposees est stable par 
facteur direct. 

Tout triangle distingue M' -> M ->• M" -> M'[l] dans DM*(fc) induit une longue suite exacte 

(5.2.2.) • • • H- W DR {M") -> W DR {M) H- W DR {M>) h- H^(M") • • ■ 

Grace a Bondako, [Bo] (Prop. 2. 5.1. Ill 2), on sait que le foncteur Gr% est cohomologique et la suite 
exacte (5.2.2) se scinde en suites exactes courtes 

-> Gr™W DR {M") -> Gr™W DR {M) -> Gr™W DR {M') 0, 
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ou les termes de droite et de gauche sont des structures de Hodges pures de poids n. 
On est ramcnc a montrer 



Lemme 5.2.3. Soit 0^H 2 ^-H^-Hi^0 une suite exacte de C-espaces vectoriels triGltres, chacun 
par une filtration croissante W et deux nitrations decroissantes F et F. On suppose les morphismes 
compatibles aux nitrations. 

Si Hi et H 2 sont des structures de Hodge pures de poids n, alors H est une structure de Hodge pure de 
poids n. 

Demonstration : on utilise l'identification du groupe d'extensions des structures de Hodge mixtes 
Ext(H 1 ,H 2 ) avec le quotient (modulo des changements de bases) du groupe W°H Hom(i?i, H 2 ) des 
morphismes lincaires de H\ dans H 2 respectant la filtration W [PS08](3.31). Comme les morphismes 
respectent la filtration F, la suite exacte du lemme fournit un morphisme lineaire Hi — > H 2 qui respecte 
automatiqucment la filtration W puisque les structures Hi et H 2 sont pures de mcmc poids. 

On a ainsi construit un foncteur de la categorie DMg^(fc) dans la categorie des structures de Hodge 
mixtcs. Pour conclure la demonstration du theoreme, il suffit de preciser que le foncteur est multiplicatif 
et que les structures de Hodge des motifs de Tate sont inversibles, en rappelant 

Proposition 5.2.4. La realisation de Hodge des motifs de Tate Z(n) est la structure de Hodge pure de 
poids 2n suivante 



h l (Z(n))=0 sii^O, 
h°(Z(n)) = (Z,k,C,W.,F\F- 



) 



avec pour filtration par le poids 



mH°(Z(n))=0 
mH°(Z(n)) = k 



pour i < 2n — 1 
pour i >2n 



et pour filtration de Hodge 



F P H° E 

F PftO 



Wz(»)) = o 

WZ(n)) = k 



pour p > n + 1 
pour p < n. 



Demonstration : cela provient du triangle exact scinde [MVW Chap. 15] 



MtP"- 1 ) -> M(P n ) -»• Z(n)[2n] -> M(P n " 1 )[l] 



et du fait que l'espace projectif P n a comme nombres de Hodge non nuls h p ' p pour < p < n. 



□ 



23 



5.3. Comparaison des realisations de Betti et ^-adique 

Pour tout motif geometrique M et toute place a : k — > C, il nous faut comparer 

Kom D{Ab) (U{M),Z(q)) ® Q; 
et fi|im t lim A ,fl* Hom DM - (fc) (M Jf ,«,Z/Z n Z( g )) ® Q ; . 

La topologie etale etant intermediate entre la topologie de Nisnevich et la topologie usuelle des points 
complexes, le foncteur tc se factorise a travers la categorie des complexes motiviques etales. Mais ce 
foncteur se factorise egalement, pour toute extension finie K Ac k 



k -C 




K 



a travers 

t aK :DM"(if) ->DM _ (C) 

et son equivalent etale 

:DM7 t (if)^DM7 t (C). 
La propriete d'adjonction (cf 1.4.2), pour M e DM~(fc), 

Hom DM- (k)( M et ® K, Z/l n Z(q)) = Hom DM - {K) (a K (M it ), Z/l n Z(q)) 

composee avec le foncteur t aK ,et permet de definir des fieches 

Hom DM- (k) ( M a ® K, Z/l n Z(q)) -»■ Hom DMt) (t CT (M), Z/l n Z(q)) 

et, par passage a la limite sur les extensions finies K de k, un morphisme de groupes abeliens 

H^Hom DM -,^ (fc) (M JMt ,Z/i n Z(g)) -> Hom D(it) (t„(M),Z/i»Z( 9 )), 
if 

le terme de droite s'identifiant a Horn^^^^M), Z(q)) ® Z; puisque la categorie des groupes abeliens 
vcrific l'axiome AB4*. 

On en deduit, pour tout complexe motivique M, tout entier q positif et tout entier p les fieches 

Hf(M,Z,(g)) -> H£(M,Z( g ))®Z ; 
Hf(M,g)®Q, UP(M,q)^Q l . 

Le theoreme de comparaison des cohomologies etale et complexe a coefficients finis [SGA 4 , XI] impliquc 
que cette derniere Heche est un isomorphisme de Q;-espaces vectoriels gradues filtres de dimension finie 
pour tout motif M.(X) d'un schema projectif lissc X. On en deduit par le principe 0.2. 

Proposition 5.3.1. Pour tout motif geometrique M de DM gm et tout entier q positif, on a un 
isomorphisme de Qi-espaces vectoriels gradues filtres de dimension finie 

H?(M,g)®Q,~H;(M, g )®Q,. 
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5.4. Comparaison avec les constructions de Huber 

Annette Huber construit ses realisations en etendant a la categoric DM gm (fc) des motifs geometriques 
les foncteurs additifs qu'elle a dermis en [H95] 

R: Sm(fc) -^C + (A) 

Ac la categoric des schcmas lisses sur fc dans la categorie des complexes bornes inferieurement d'une 
categorie abelienne Q-lineaire A (cf [H00], [H04] (theorem B.2.2)). II est clair que, rationnellement, nos 
realisations coincident avec les siennes pour les motifs des varietes lisses et il reste a verifier que nos 
constructions s'etendent de la meme fagon que la sienne. Comme elle le precise, il est important que les 
foncteurs R soient a valeurs dans une categorie de complexes et non dans une categorie homotopique ou 
derivee. Elle-meme a construit, pour tout schema lisse, des complexes [H95] R s i ng (X), R,m(X), Ri(X). 
Fixons-nous des resolutions injectives respectives J DR du complexe de De Rham O* et J ln du faisceau 
etale avec transferts Z/l n Z et definissons, pour une place a <^-> C fixee, les foncteurs 

R DR : Sm(fc) C+(T k ) 
X i-» Hom c(shv 

Afi s (Smcor fe)) 

(C*(Z tr (X)), J DR ) 

ou Tk est la categorie des fc-espaces vectoriels nitres, 

R B : Smfc -> C+(£ Q ) 

X \ y Hom CMb) (Map(A' op ,U d > 5 d X(C))+,Q), 

oil £q est la categorie des Q-espaces vectoriels, 

R t n : Smk -> C*+(Z/Z"Z-Mod) 

X ^ Hom C ( ShV(!t ( Smcorfc ))(C*(Z tr ^ t (Xj;), Jin), 

R r . Smfc C+(£ Ql ) 

X i y hrn Rin(X)®Qi, 

< n 

oil £q, est la categorie des Q;-espaces vectoriels. 

Pour tout schema lisse X le dual du morphisme de Dold-Thom fournit un quasi-isomorphismc 

Rb(X) ~ R sing (X), 

le complexe Rdn(X) construit a partir des differentielles a poles logarithmiques est une resolution du 
motif de De Rham et induit un quasi-isomorphisme 

Rdr(X) ~ R dR (X) 

compatible aux deux nitrations par (2.2) et (2.3). 

Quant aux realisations Z-adiques, les deux constructions consistent en un meme changement de topologie, 
de Nisnevich a etale et coincident sur les varietes lisses 

Ri(X) = R l (X) 

et sur les motifs geometriques. 

L'essence des constructions de Huber ([H00](2,3)) est d'etendre les foncteurs R de Smfc a la categorie 
Smcor fc, la proposition (loc. cit. Prop. 2. 1.2) assurant qu'unc fois choisie une regie de signes dans les mul- 
ticomplexes, un foncteur de Smcor fc dans C + (A) verifiant les bonnes proprietes s'etend naturcllement 
en un foncteur DM gm (fc) -> D + (A). 

Par construction, nos foncteurs R s'etendent en des foncteurs sur Smcor(fc). II nous faut montrer que 
ces derniers coincident avec les foncteurs etendus par Huber ([H00], theorem 2.1.6 et [H04] B.2.2), ce 
qui se ramene a verifier que nous avons dchni les memcs transferts. 
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Lemme 5.4.1. Pour toute correspondance a entre les schemas lisses X ct Y , on a un diagrammc 
commutatif _ <x* ing 

RsingO^) ' ^ Rsing{X^) 



u B (Y) 

Rb(Y) - 



u B (X) 

Rb(X) 



Demonstration : la construction des transferts sur R S i ng est explicitec dans la demonstration des 
theoremes 2.1.3 et 2.1.6 de [H95]. Celle des transferts sur Rb est, avant application du foncteur de 
realisation topologique, issue de Particle [SV96] dc Suslin ct Voevodsky; ils demontrent le theoreme 
6.8 (cf 1.3.4) apres avoir muni les faisceaux qfh de transferts. Dans les deux cas on se ramene a 
unc correspondance elementaire de support qu'on peut supposer normal, et meme un recouvrement 
generiquement galoisien chez Huber ou pseudo-galoisien chez Suslin et Voevodsky (les deux notions sont 
equivalentes en caracteristique 0). La meme trace permet alors de definir les transferts qui coincident. 
□ 

La demonstration se transpose au cas des realisations de De Rham et de Hodge puisque les transferts 
([LW09]), puis les nitrations, ont ete construits au niveau des complexes. La naturalite des isomorphismes 
de comparaison permet de conclure 

Proposition 5.4.2. Nos foncteurs de realisations Hon., et Hj restreints a la categorie DM gm (fc) des 
motifs geometriques coincident respectivement avec les composantes de Rham, singuliere et l-adique du 
foncteur de realisation mixte de Huber [H00]. 

Par ailleurs, comme l'a precise Bondarko ([BO09], 7.4), il n'existe qu'unc sculc nitration par le poids 
sur unc realisation de DM gm vers une categorie a coefficients rationnels. Nos nitrations par le poids 
coincident done avec celles de [H00], de meme que les realisations de Hodge. 
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